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Bevezetd

A Lagrange-féle négy négyzetszam tétel szerint barmely természetes szam elGall
négy négyzetszam oOsszegeként. Természetes modon adodik a kérdés, hogy valami-
lyen ehhez hasonlo tétel igaz-e magasabb hatvanyokra is. Edward Waring 1770-ben
Meditationes Algebraicae cim mtivében azt allitotta, hogy ,minden szdm felirhato
4 négyzetszam, 9 kobszam, 19 negyedik hatvany stb. Osszegeként”. Ahhoz, hogy a
sejtést a modern formalizmusnak és precizségnek megfelelGen kimondhassuk, beve-
zetjik a g(k, m) kétvaltozos fiiggvényt.

0.1. Definicid. Legyen k és m két természetes szam. Ekkor g(k, m) jeloli azt a leg-
kisebb természetes szamot, ahany darab k-adik hatvany osszegeként m elGallithato:

g(k,m) =min{s € N:3zy,..., 2, € Ny, hogy m = 2% + ... + 2},

Waring-sejtés. Tetsz6leges rogzitett k természetes szamra g(k, m) korlatos (mint
m fliggvénye).

Ha a fenti definicidval ellentétben negativ hatvanyokat is megengediink az 6sszeg-
ként valo elgallitasban, akkor egy lényegesen konnyebben bizonyithatéd sejtéshez, a
konnytd Waring-sejtéshez jutunk. A sejtést precizen kimondani és bizonyitani a ma-
sodik fejezet 2.3. Tételében fogjuk.

0.2. Definici6. Adott k esetén a g(k,m) fiiggvény maximumat g(k) jeloli:
g(k) = max{g(k,m): m € N}.

Waring sejtését csak 1909-ben sikeriilt David Hilbertnek bizonyitani. Az & bizo-
nyitasat egyszertsitette tobbek kozott Francois Dress és Kiirschak Jozsef. Szakdol-
gozatomban a Frangois Dress altal egyszertsitett bizonyitést fogom bemutatni (lasd
[1]). A dolgozat alapjat a [6] konyv 5. fejezete képzi.

A bizonyitas alapotletét g(4) végességének bizonyitasan keresztiil mutatjuk be.
Ezt az eredményt Joseph Liouville publikalta 1859-ben.

0.3. Tétel. Bdarmely természetes szam eldall legfeljebb 53 darab negyedik hatvdany
dsszegeként, azaz g(4) < 53.

Bizonyitas. A hatvanyozasok elvégzésével belathatod, hogy barmely Xi,..., X, € Z
esetén

6(XT+ -+ XD =D (X + X))* + (X = X)), (0.1)

1<

Itt a jobb oldali 6sszegben 12 darab negyedik hatvany szerepel. A fenti azonossag-
b6l Lagrange tétele miatt kovetkezik, hogy minden 6X? alaki természetes szam 12
darab negyedik hatvany osszege (X = X2 + -+ + X?2). Lagrange tételének ajboli
alkalmazasaval kapjuk, hogy barmely N € N esetén 6N = 6N? + --- + 6NZ, ami
az elébbi gondolatmenet alapjan 48 negyedik hatvany Osszege. Mivel barmely ter-
mészetes szam hattal vett osztasi maradéka a {0,...,5} halmazbol valo, ezért a 48
negyedik hatvanyhoz legfeljebb 5 darab 1% hatvanyt hozzavéve barmely természetes
szam elGallithato legfeljebb 53 darab negyedik hatvany Osszegeként. |



Az altalanos bizonyitas alapotlete hasonlo. Az els6 fejezetben megmutatjuk,
hogy barmely k természetes szam esetén létezik egy (0.1)-hez hasonlé alaki azonos-
sadg, az un. Hilbert-Dress azonossag. Ebbdl a masodik fejezetben Lagrange négy
négyzetszam tételét alkalmazva belatjuk az altalanos tételt, miszerint g(k, m) kor-
latos barmely rogzitett k természetes szamra.

Hilbert eredeti bizonyitasanak alapja a kovetkezd azonossig volt.

0.4. Tétel. Legyen k természetes szam, és N = (2]“:4). Ekkor létezik M pozitiv

egész, léteznek m; (0 < i < N) nemnegativ egészek, és a;; (0 < i < N,1 < j <5)

egész szdmok, hogy tetszdleges X1, ..., X5 valos szamokra
N
‘]\4<‘)(12'+_+AX52)]g :Zmi(ai1X1+"'+ai5X5)2k. (0.2)
i=0

Ezt az azonossagot konvex geometriai eszkozokkel sikeriilt Frangois Dressnek
tovabbfejleszteni, ez az tn. Hilbert-Dress azonossag.

0.5. Tétel (Hilbert-Dress azonossag). Legyen k természetes szim, és N =
(2’“14). Ekkor léteznek olyan M,myyq pozitiv egészek, m; (0 < i < N) nemnegativ
egészek, és a;; (0 < i < N,1 < j < 5) egész szamok, hogy tetszdleges Xy, ..., X5
valos szamokra

N
M(X12 +-t Xg)k = Zmz’<ailX1 + -+ ai5X5)2k + mN+1X§k. (0.3)

1=0

Lathato, hogy a (0.2)-es és a (0.3)-as formuldk kozott egyediil annyi kiilonbség
van, hogy Dressnek sikeriilt egy my,1X2* taggal (my,; pozitiv egész) béviteni
a jobb oldali 6sszeget. Ez az aprénak tliné modosités jelent&sen leegyszertsiti a
Waring-sejtés bizonyitasat. Ezt mutatjuk be a méasodik fejezetben.

A dolgozatban nem adunk konkrét felsg becslést g(k)-ra, a bizonyités nem konst-
ruktiv. Ellenben éles als6 becslés konnyen adhato. A kovetkezd eredmény Leonhard
Euler fiatol, Johann Eulertsl (1772) szarmazik.

0.6. Tétel. Bdrmely k természetes szamra 28 + | (3)%] — 2 < g(k).

Bizonyitas. Mivel 2F[(3)%] — 1 < 2%(3)F = 3% ezért a 2%|(2)F| — 1 szdmot csak
1¥ és 2% hatvanyok segitségével lehet k-adik hatvanyok Osszegeként elGallitani. A
legkevesebb hatvanyt akkor hasznéljuk, ha a lehets legtobb 2% hatvanyt, |(2)F] — 1
darabot hasznalunk. A maradék 2% —1 darab 1* hatvany. Igy dsszesen 28+ | (2)F] —2
darab k-adik hatvanyt hasznaltunk fel. [ |

Manapsag kis bizonytalansagtol eltekintve ismerjiik a g(k) értékeket. Pontosab-
ban Kurt Mahlernek sikeriilt 1957-ben bizonyitani, hogy a fenti als6 korlat legfeljebb
véges sok k-tol eltekintve megegyezik g(k)-val.

Leonard Eugene Dickson publikalta 1939-ben, hogy a 23 és a 239 kivételével
minden természetes szam felirhato 8 kobszam Osszegeként. Yuri Linnik 1943-ban ezt
gy pontositotta, hogy minden elegendéen nagy szam legfeljebb 7 kébszam 6sszege.
Azt sejtik, hogy minden kell6en nagy szam mar 4 kobszam Osszegeként is elGall.
VélhetSen a 7 373 170 279 850 a legnagyobb természetes szam, amihez 5 kdbszam
sziikséges. Ezen eredmények motivaljak a G(k) fiiggvény bevezetését, mellyel itt
csak emlités szintjén foglalkozunk.



0.7. Definicié. Legyen k természetes szam. Ekkor G(k) jeloli azt a legkisebb
természetes szamot, ahédny darab k-adik hatvany Osszegeként véges sok kivételtsl
eltekintve minden természetes szam elGall:

G(k) =min{s e N: 3K € NVm > K 3x,,...,x, € Ny, hogy m = 2% 4+ --- + 2F}.

Azt, hogy a G(k) szamok meghatérozasa mennyivel nehezebb feladat, mint a
g(k) értékeké, jol tiikkrozi az, hogy csak G(2) és G(4) pontos értéke ismert. Az
alabbi tablazatban Gsszefoglaljuk az ismert felss becsléseket (lasd [8]).

k 2 3 4 5 6 7 8 9
g(k) 4 9 19 37 73 143 279 548
Gk) 4 <7 16 <17 <24 <33 <42 <50

1. tablazat. A g(k) és G(k) értékek (2 < k <9).



1. A Hilbert-Dress azonossag

A fejezet jorészt konvex geometriai jellegd. Néhany tételt (1.4., 1.5., 1.9., 1.12.)
bizonyitas nélkiil kozliink. Fzek bizonyitasa megtalalhato a [4] jegyzetben és az [5],
[7] konyvekben. Bevezetjiik a gyakran hasznalt jeloléseket, roviditéseket. Legyen
I:={(i1,...,i5) 1 41,...,i5 € No, i1 +---+i5 = 2k}, és egy tetsz6leges elemét jelolje
i = (i1,...,i5). Legyen V a homogén 2k-ad foka p € R[Xj,...,X;5] polinomok
vektortere. Mivel tetszéleges p € V' esetén

p:ZCi'X?"'ng

iel

alakii (¢; € R), ezért vilagos, hogy az X' --- X/ monomok egy bazisat alkotjak
V-nek. Ezen monomok darabszama megadja V' dimenziojat, tehat dim(V) = |I| =
(2’“14) =: N. Ezek alapjan a fenti p € V polinomot azonositani tudjuk a (c;);c; € RY
vektorral. A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget a p € V polinom és a neki
megfelel§ (c;)ie;r € RY vektor kozott. Igy definidlhatjuk két V-beli polinom (vagy

vektor) belss szorzatat. Legyen
g=> arXi'- - XPeésh=>Y b Xj'-- X,
il il

ekkor (g, h) := ((ai)ier, (bi)icr) = D ey ibs- Azaz V-beli polinomok belsé szorzatan
a veliik azonositott RY-beli vektorok belsd szorzatat értjiik.
Definialjuk az

fiR — VRNt (X 4+ +1:X5)% = f(t)
leképezést (t = (t1,...,t5) € R%). A polinomialis tétel alapjan

2K\ ,; i i5 v 2k i1 i i i
f(t) _Z<i>t11X1 LB XD _Z<i>t1 NP GETED ¢ (1.1)

iel iel

ahol (2ik) = (i1 2’“@.5) = (20! polinomiélis egyiitthat6. Viladgos, hogy f folytonos,

..... i1!-...-15!
és vegyiik észre, hogy barmely t € R® és minden ¢ € R esetén

flct) = f(t), (1.2)

ugyanis f(ct) = (ct1 X1 + - + cts X5)F = (4, X, + -+ +15X5)% = 2R f(b).

A tovabbiakban sziikségilink lesz még a B-vel jelolt otdimenzids zart egység-
gémbre, és a B-mal jelolt 6tdimenzios raciondlis egységgémbre, azaz B := {t €
R : |t| <1} és B = {t € Q° : |t| < 1}. (Itt |-| az euklideszi norma, vagyis
[t| = /12 + -+ t2.) Az 6tdimenzios egységgomb térfogata vol(B) = %.~
Az S C R" halmaz belsejét int(S)-sel, lezartjat cl(S)-sel jeldljik. Ha S C S, és

cl(S) = S, akkor azt mondjuk, hogy az S halmaz stird S-ben.

1.1. Definici6. Legyen S C R" tetsz6leges halmaz. Ekkor S konvex burkanak
nevezzik azt a conv(S)-sel jelolt legsziikebb konvex halmazt, mely teljes egészében
tartalmazza S-et.

1.2. Definicié. Az S C R” konvex halmazt konvex testnek nevezziik, ha kompakt
és belseje nem fires.
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1. abra. A ¢(B3) C R? halmaz egy ellipszis alapi egyenes kip palastja.

1.3. Megjegyzés. A fejezet bevezet§jében 1év6 konstrukeié megértését megkonnyi-
tendd bemutatjuk annak egy alacsonyabb dimenziés analogonjat. Legyen W a ho-
mogén méasodfoku p € R[X7, X5] polinomok vektortere:

W = {aX; + bX 1 Xs + X3 : a,b,c € R}.

Vilagos, hogy minden p € W polinom azonosithat6 az (a,b,c) € R? egyiitthatovek-
toraval, tehat W = R3. Most definialjuk a

0 RP— W, (t1, t2) — (t1.X1 + 12X5)?
leképezést. A definiciobol lathato, hogy
(,O(tl, tg) = t%X% + QtthXng + t%X%

Mivel minden ¢(t1,ts) € W polinomot azonositottunk a (t3,2t,ts,13) € R? egyiitt-
hatovektoraval, ezért jogosan meriil fel a kérdés, hogy hogyan néz ki a (t2, 2t,t,, 13)
alakt pontok halmaza R3-ban. Valojaban a késcbbieket figyelembe véve a legfon-
tosabb a ¢(Bz) C R? halmaz ismerete. Itt By jeldli a sikbeli zart egységkorlapot:
By = {(t1,t2) € R? : 3 +t2 < 1}. Az 1. dbra mutatja, de szdmitassal is ellenérizhe-
t6, hogy a p(Bg2) halmaz egy ellipszis alapu egyenes kip palastja, tehat conv(p(Bs))
egy tomor kup.



Tehat nem tévediink nagyot, ha a késébbiekben targyalandé conv(f(B)) C V =
RY halmazra is, mint egy N-dimenziés kipra gondolunk. Ebbél precizen csak annyit
fogunk bizonyitani, hogy a conv(f(B)) halmaz konvex test.

1.4. Lemma. Legyen S C R™ tetszdleges halmaz, ekkor conv(cl(S)) C cl(conv(S)).
Ha S korldtos, akkor conv(cl(S)) = cl(conv(S)), kovetkezésképp kompakt halmaz
konvex burka is kompakt.

1.5. Lemma. Ha K CR" konvez, akkor int(K) = int(cl(K)).
1.6. Lemma. A conv(f(B)) CV halmaz konvex test.

Bizonyitas. Elgszor megmutatjuk, hogy f(B) kifesziti V-t. Indirekt tegytik fel,
hogy ez nem igaz. Ekkor létezik olyan n € V\{0}, hogy barmely u € B esetén
f(u) L n, azaz (f(u),n) = 0. Legyen t € R’ tetszéleges, ekkor t = |t|-t*, ahol
|t*| = 1. Az (1.2)-es egyenl@ség és a belsd szorzat homogenitasa miatt vilagos, hogy

(f(t),m) = (F(t]-£7),m) = (Jt[*" f(t7),m) = [t[*"(f(t"),n) = 0.

(Itt kihasznaltuk, hogy f(t*) L n, mert t* € B.) A most kapott eredmény és (1.1)

alapjan
(f(t),m) =) <2k)n~-t“ B =0
) i 1 Y1 5
il
minden t € R%-re. A fenti 6sszeg polinomfiiggvénye a ti, ..., t5 valtozoknak. Végte-

len test folott egy polinomfiiggvény csak akkor lehet konstans 0, ha minden egytitt-
hatoja 0, tehat n; = 0 barmely i € I-re. Ekkor viszont n = 0, ami ellentmondas.

Mivel f(B) kifesziti V-t, ezért létezik vy,...,vy € f(B) linearisan fiiggetlen
vektorrendszer. Tudjuk, hogy 0 € f(B), ugyanis f(0) = 0. A conv(0,vy,...,Vy)
halmaz egy N-dimenzi6s szimplex, melynek belseje nyilvan nem iires, és részhalmaza
conv(f(B))-nek. Igy conv(f(B)) belseje sem iires.

Azt tudjuk, hogy B kompakt, és, hogy kompakt halmaz folytonos képe is az. Az
1.4. Lemma alapjan kompakt halmaz konvex burka is kompakt, ezért conv(f(B))
kompakt. |

1.7. Lemma. Létezik olyan c pozitiv valds szam, melyre

1

5= vol(B)

/ ft)dt = (X7 + -+ X2)".
B

Bizonyitas. Mivel f(t) € V, ezért S is az X, ..., X5 hatarozatlanok polinomja.
Elég belatni, hogy 1étezik olyan ¢ pozitiv valés szam, hogy minden xy,...,x5 € R
esetén S(xy, ..., x5) = c(z?+- - -+22)k. Legyen x = (z1,...,75) € R%, és x = |x]|- x*,
ahol |x*| = 1. Vilagos, hogy

1

S(xy,...,25) = vol(B) /B<t1371 +- 755335)2kdt =

|2k

1 2%k 14 _ x )2k
Vol(B)/B<t7X> dt = vol(B)/B<t’ )7t




Az utols6 integrél értéke nem fiigg x*-t6l. Ugyanis ha y* € R® egy masik egy-
ségvektor, és az utolsd integralban x* helyébe y*-ot irunk, akkor a gombdt megfe-
lelGen forgatva az eredeti integralt kapjuk vissza. Tudjuk, hogy a forgatas matrixa
ortogonalis és determinansa 1. Igy helyettesitéses integralassal szamolva a Jacobi-
determinans értéke 1 lesz, és az integrélasi tartomémy is valtozatlan marad.

Mivel [x|?* = (224 +22)k ezért a c = Vol(B) Jg (t,x*)?*dt valasztas megfeleld.

[ |

1.8. Megjegyzés. Az S polinom nem mas, mint az f fiiggvény B-n vett integralko-
zepe, ezért szemléletesen vilagos, hogy S € conv(f(B)). Ezt be is fogjuk bizonyitani
az 1.9. Lemma segitségével, ami a konvex halmazokra vonatkozé klasszikus szepa-
racios tételek egy véltozata.

1.9. Lemma. Legyen S C R"™ konvez test, és v € R™ vektor. Ha v ¢ int(95),
akkor létezik olyan H hipersik, hogy v € H és S teljes egészében benne van a H dltal
meghatdrozott eqyik zdrt féltérben.

1.10. Lemma. Az S €V integrdlkizép a conv(f(B)) halmaz belsejében van.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy S ¢ int(conv(f(B))). Ekkor az 1.9. Lemma
alapjan létezik olyan H hipersik, hogy S € H és conv(f(B)) az egyik H altal
meghatarozott zart féltérben van. Legyen n € H*, azaz n a H egy normalvektora.
Definialjuk az

L:V — R x+— (x,n) = L(x)

linearis funkcionalt. Mivel S € H, ezért H egyenlete L(x) = L(S). A H Aaltal
meghatéarozott két zart feltér pedig a 77 = {x € V : L(x) < L(S)} ésa Ty, = {x €
Vi L(x) > L(S)} halmaz.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy conv(f(B)) a T féltérbe
esik. A belsd szorzat homogenitasa miatt

Ls) = <Vol B) /f > VOI(B) /BL(f(t))dt'
Mivel itt f(t) € f(B) C conv(f(B)) a T} féltérbe esik, ezért L(f(t)) < L(S), és igy

1 | LS) B
Vol(B>/BL(f(t))dtg VOI(B)/BL(S)dt_ V01<B)/]3dt_L(S).

Tehat azt kaptuk, hogy

L(S) = m&m /B L(f(t))dt < m&m /B L(S)dt = L(S),

azaz az L(f(t)) és L(S) fiiggvények integralja megegyezik. Mivel mindkét fiiggvény
folytonos és L(f(t)) < L(S) minden t € B esetén, ezért a két fiiggvény megegye-
zik a B halmazon. Vagyis barmely t € B-re f(t) € H, azaz f(B) C H, és igy
conv(f(B)) € H, ami ellentmond az 1.6. Lemmanak, hiszen a most kapott ered-
mény szerint conv(f(B)) ,legfeljebb (N — 1)-dimenzios” és igy belseje tires. [ |

1.11. Lemma. A conv(f(B)) halmaz belseje megegyezik a conv(f(B)) halmaz bel-
sejével.



Bizonyitas. Tudjuk, hogy B stird B-ben, {gy f folytonosséga miatt f( ) strd
f(B)-ben, azaz cl(f(B)) = f(B). Mivel f(B) korlatos, ezért az 1.4. Lemma alap-
jan conv(f(B)) = conv(cl(f(B))) = cl(conv(f(B))). Vagyis int(conv(f(B))) =
int(cl(conv(f(B)))) = int(conv(f(B))). Itt az utolsé egyenlSség az 1.5. Lemma
alapjan teljestil. [ |

1.12. Tétel (Carathéodory-tétel). Legyen S C R™ tetszdleges halmaz. Ekkor
barmely v € conv(S) esetén v elddll legfeljebb n+1 darab S-beli vektor konvex lined-
ris kombindcidjaként. Azaz minden v € conv(S)-re léteznek olyan A, ..., A, nemne-

gativ valds szamok, és vy, ..., v, € S vektorok, hogy v =" A\iv;, és > - N = 1.

1.13. Kovetkezmény. Ha a Carathéodory-tételben szerepld v, vy, ..., v, vektorok
mindegyike racionalis koordindtdju, akkor léteznek olyan A, ..., A\, nemnegativ ra-
ciondlis szamok, melyekre v =">"""  \v;, és Y - N = 1.

Bizonyitas. Haav =" , \;v; egyenletet koordinatankeént kiirjuk, akkor egy n+1
ismeretlenes egyenletrendszert kapunk, melyben az ismeretlenek a \; egyiitthatok
(i € {0,...,n}). Egészitsiik ki ezt az egyenletrendszert a > . A\ = 1 egyenlet-
tel. Ennek az 1j egyenletrendszernek a Carathéodory-tétel miatt 1étezik nemnegativ
valés megoldasa. Ez Gauss-eliminédcioval meghatarozhat6. Mivel v, vy, ..., v, mind-
egyike racionélis koordinataju és az eliminacié sorén csak a négy alapmiivelet fordul
el, igy ha csak egy megoldas van, akkor a Ag, ..., A\, egyiitthatok is sziikségszertien
racionalisak lesznek. Ha tobb megoldas is létezik, akkor a fliggd valtozok a szabad
valtozokbol racionalis egyiitthatokkal fejezhetGek ki, tehat a szabad valtozoknak
racionalis értékeket adva minden valtozo racionalis lesz. Ilyen racionalis megoldés-
sal tetszdlegesen megkozelithetjiik a Carathéodory-tétel altal biztositott nemnegativ
valos megoldast, ezért nemnegativ racionalis megoldas is létezik. [

1.14. Tétel (Hilbert-Dress azonossag). Legyen k természetes szdm, és N =
(2’“:4). FEkkor léteznek olyan M, my.1 pozitiv egészek, m; (0 < i < N) nemnegativ
egészek, €s a;; (0 <1 < N,1 < j < 5) egész szamok, hogy tetszdleges Xy, ..., X5

valds szamokra
N
M(XT+ -+ X2)F =) mi(anXi + -+ asX5)™ + my 1 X2 (1.3)
i=0

Bizonyitas. Az 1.7., 1.10. és 1.11. Lemmék miatt

S =c(X?4 -+ X2)* € int(conv(f(B))) = int(conv(f(B))),

ezért létezik olyan ¢ > 0, hogy az S integralkozép e sugaru kornyezete teljes egé-
szében benne van a conv(f(B)) halmazban. Ekkor tetszéleges 0 < pu < € esetén
S — uX2k € conv(f(B)) (lasd a 2. abrat). Az origot az S — puX2* ponttal dsszekots
szakasz pontjai felirhatok \(S — puX2*) alakban, ahol 0 < X\ < 1. Ezek a pontok
mind conv(f(B))-ban vannak, mert 0 = f(0,0,0,0,0) € conv(f(B)), tehat

Ae(XT+ -+ X2)F — AuX2F € conv(f(B)). (1.4)

Létezik olyan 0 és 1 koézé es6 A, melyre Ac pozitiv racionalis szam, és ehhez a A-hoz
valaszthato olyan elég kicsi p, melyre A\p is pozitiv racionélis szam. Tehéat \ és u
megfelel valasztasaval az (1.4)-ben szerepld vektor racionélis koordinataja lesz.
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Azt tudjuk, hogy az f(B) halmaz (a;X; + -+ + a5X5)?* alakit polinomok-
bol all (ai,...,as € Q), és ezek (1.1) miatt racionalis koordinatajuak, ezért a
Carathéodory-tétel kovetkezménye miatt 1éteznek olyan r; nemnegativ racionalis
szamok, hogy Z?LO ri =1, és

N
/\C(X12 + s + X52)k — /\/LX52k = ZTi(Clile + s + ai5X5)2k.

=0

Ezt a Ae, A\, 7y, a?f (0 <7< N,1<j <05) raciondlis szamok nevezdinek legkisebb
kozos tobbszorosével megszorozva megkapjuk a kivant egyenlGséget. [

2. dbra. A Hilbert-Dress azonossag bizonyitésa. (A kor a conv(f(B)) halmazt jeloli.)
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2. A Waring-sejtés bizonyitasa

2.1. Lemma. Tetszdleges k természetes szam és x wvalos szdm esetén érvényes a
kovetkezd azonossdg:

k-1

S (-1 (k;1> (24 5)F = k- M (2.1)

J=0

Bizonyitas. Az egyenldséget elég csak © € N esetén bizonyitani, ugyanis ekkor
a formulat nullara rendezve azt kapjuk, hogy egy legfeljebb k-ad fokd polinomnak
végtelen sok zérushelye van, ez pedig csak gy lehetséges, ha az a konstans 0 polinom
volt.

Tehéat a bizonyitas x € N esetén: Talaljunk ki egy kombinatorika feladatot,
melynek a megoldasa éppen a bal oldali formula. Ha ez sikeriilt, r4 fogunk jonni,
hogy van egy sokkal egyszertibb megoldas is, ez adja a jobb oldali képletet. A feladat
a kovetkezs: Szamoljuk meg az dsszes olyan f : [k] — [k—1]UX leképezést, melyre
[k — 1] minden elemének van &se, ahol X egy z-elemi halmaz ami diszjunkt a [k — 1]
halmaztol. (Itt [n] := {1,...,n}.)

A bal oldal esetén a szita formulét hasznéljuk. Legyen

S={f: [l — k-1UX es A, ={feS:id f(k])} aholie[k—l].

Ekkor |S| = (k — 1 + z)* és a kérdéses leképezések szdma |S\U A;|. Legyen
L Clk—-1],és Ap := ;e Ai- Ha |L| = ¢, akkor vilagos, hogy [Ar| = (k I+z—0)k.
Ezek utan a szita formulat (lasd [3]) alkalmazva adodik, hogy

S\UAi: > (=)A= ki ( )(k:—1+x—£)’“.

LC[k—1] £=0
Attérve a j = k — 1 — ¢ futoindexre, megkapjuk (2.1) bal oldalat.

Most szamoljuk meg ezeket a leképezéseket mésként. A feladat feltételei szerint
f(K]) 2 [k —1]. Tehét vagy f([k]) = [k — 1] vagy f([k]) = [k — 1] U {h}, ahol
h € X. Az els6 esetben pontosan két elem képe lesz ugyanaz. Vélasszuk ki ezeket
az i,j € [k] elemeket, és a kozos f(i) = f(j) = ¢ € [k — 1] képiiket. Erre (g)(k -1)
lehetéségilink van. Vilagos, hogy f|up g3 — [F — 1]\{c} bijekcio, ezért a maradék
k — 2 elem képének megvalasztasara (k — 2)! lehetdségiink van. Lathato, hogy ez
Osszesen (’2“) (k—1)(k—=2)! = M—l lehetGség. A méasodik esetben elGszor kivalasztjuk
[k]-bol azt a g elemet, melynek a képe X-bdl valo, és kivalasztjuk a képét, h-t
(h € X). Erre k- x lehetdségiink van. Az elsé esethez hasonléan f|p (g3 — [k — 1]
bijekcio, igy a maradék k& — 1 elem képét (k — 1)!-féleképpen valaszthatjuk meg.
Ez Osszesen k-z- (k — 1)! = k! z lehetség. A két eset egyiittesen adja (2.1) jobb
oldalat. |

2.2. Kovetkezmény. Tetszdleges k természetes szamhoz léteznek olyan csak k-tol
fliggé R, A, B természetes szamok €s ay,...,ag,a},...,a’y egészek, hogy birmely x
valos szdmra igaz a kévetkezd:

R
ijtal Zx—i—a = Az + B. (2.2)
i=1 j=1
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Bizonyitas. Helyettesitsiink (2.1)-be k helyére 2k-t és bontsuk két részre a bal
oldali 0sszeget aszerint, hogy a benne szereplé binomialis egyilitthato nevezdje paros
vagy paratlan. Ekkor azt kapjuk, hogy

k k
2k —1 2k —1
2m — 1)? on — 2)%F =
Z<2m_1>x+m Z<2n_ )Hn )

m=1 n=1
2k (2k — 1

: o1 . ¢ e . ¢ i (¢
Kombinatorikédbol tudjuk, hogy >, (J) = 2¢ valamint > o (1) (]) = 0. Az
utobbi egyenléség gy értelmezhetd, hogy egy ¢ elemi halmaznak ugyanannyi paros
elemszamu részhalmaza van, mint ahany paratlan elemszamu. Ezek utan mivel

b ok — 1 ook -1\ 2 ok -1 -
S (om ) 2 Gn) =2 (7))

=1 =0

k k
2% — 1 2% — 1

Ha a (2.3) bal oldalan &ll6 els6 szummaban 1évé binomialis egytitthatokat, mint 1-
esek Osszegét fogjuk fel, azt kapjuk, hogy a szumma egyenls 22%=2 darab (z + a;)%
alaku kifejezés Gsszegével, ahol a; egész minden i € {1,2,...,2% 2}-re. Hasonlo
igaz a masodik szumméra is. Igy (2.3)-at az emlitett modon atirva és atindexezve

megkapjuk a kivant formulat. Ezek alapjan az allitasban szerepld konstansok értékei

is meghatarozhatok: R = 22672 A = (2k)!, B = 221 )(2% k u

= (2k)l-z (2.3)

vildgos, hogy

2.3. Tétel (konnyti Waring-sejtés). Bdrmely egész szdm elddll legfeljebb 28—+ k!
darab k-adik hatvany eldjeles osszegeként.

Bizonyitas. Ha a (2.1) bal oldalan all6 binomialis egyiitthatokat mint 1-esek Gssze-
gét fogjuk fel, akkor azt kapjuk, hogy barmely k! - x + w alaki egész szam
felirhato, mint Z (kjl) = 2F-1 darab k-adik hatvany elGjeles osszege. (Itt
természetesen csak egész szam lehet.) Ezek utan elég belatni, hogy barmely n € Z
egész szam elGall

El(k—1)

2

alakban, ahol az 1-esek szamat tudjuk egy csak k-t6l fliggs korlattal feliilrél becstilni.
Ez x megfelels valasztasan milik. Legyen

B L
v Kl B2 |

(Itt |.] az egészrészt jeloli.) Nyilvanvalo, hogy

n==k.x+ +1F 1k (2.4)

n k-1 ] n k—1
B x e —
k! 2 k! 2
Az egyenlétlenséget atalakitva kapjuk, hogy
(k—1
n—kl <kl -x+ <2 ) n,
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azaz n és k!-x + @ kiilonbsége legfeljebb k!. Tehat (2.4)-ben legfeljebb k! darab
1% 1ép fel. Igy a 2.1. Lemma alapjan n elséll legfeljebb 2F—! + k! darab k-adik

hatvany elGjeles 0sszegeként. [

2.4. Lemma. Legyen k természetes szam és k = 1 — 1/k. Ekkor tetszdleges x > 0
valds szim esetén 0 < x — | &/ |k < ka*.

Bizonyitas. Az els6 egyenlStlenség egyszerti atrendezésbél adodik. A masodik
egyenlStlenséghez alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt az f(z) = x* fiigg-
vényre az (| /x]; &) intervallumon. A tétel szerint létezik egy olyan ¢ eleme az
emlitett intervallumnak, melyre

(Vo = V) f (o) = 2 — [Va]".

Mivel f/(z) = kax*~! ezen az intervallumon monoton névs, ezért a ¢ = /z helyette-
sitéssel kapjuk, hogy

v — [Val® < (Vo - [Va))f' (Vo) = Vo = [V ) ka".

Mivel /z — | /x| < 1, ezért ezt elhagyva feliilr6l becsiiljiik a kifejezést, igy meg-
kapjuk a kivant egyenlGtlenséget. [

2.5. Lemma. Legyen k természetes szam és k = 1 — 1/k. Tetszdleges v > 0 valds
szdm és t természetes szdim esetén x elddllithatd x = 2¥ + - -+ 2F + 7, alakban, ahol
21,...,2t €Ny s 0 <ry < krart

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a fenti elGallitas 1étezik akkor is, ha r;-re erGsebb
egyenlGtlenséget koveteliink meg:

t

0< 1y < kXizor g~ (2.5)

Ez valoban erésebb egyenlStlenség, mert a k kitevGjében szerepls szummat feliilrsl
becstilhetjiik a > ;- ) k' mértani sorral, melynek dsszege ﬁ = k. (A sor konvergens
lesz, mert k < 1 barmely k-ra.) Tehat elég az erésebb allitast bizonyitani, ez pedig
t szerinti teljes indukcioval torténik.

At = 1 esetben legyen 2; = | ¥/x| és ) = 2 — | &/x|*. Ekkor megkapjuk a kivant
elsallitast, hiszen o = 2F + 7y, és a 2.4. Lemma alapjan r; is eleget tesz (2.5)-nek.

Ezek utan az indukcios feltevésiink az, hogy t-re 1étezik a fenti elGéllitas, azaz
r=2zF+ -+ 2F+ 1, ahol 21,..., 2 € Ny és 1y eleget tesz (2.5)-nek. A t =1 eset

gondolatmenetét alkalmazzuk ri-re, tehat legyen 2,1 = | /7] és ropr = 17— | &/ )%

lgy o =2+ 2F + zf;l + 74401 €s Ty 1-re a kivant egyenl6tlenség teljesiil, mert
1

t—1 4 t i
Ttyr =T — L\/]c Tt F< kry < k?(kizizon lﬁt)n = kiK' Rt

Az els6 egyenlGtlenség a 2.4. Lemma alapjan, a masodik az indukcios feltevés miatt
teljesiil. Igy az allitast ¢t + 1-re is belattuk. [ |

2.6. Lemma. Rogzitsiink egy k természetes szamot, és tekintsik az (1.3)-beli M
egyiitthatot. Ekkor létezik olyan @) természetes szam, hogy barmely { € N és x € Z
esetén, ha |z| < VU, akkor léteznek olyan uy, us, . . . ,ug egész szamok, melyekre

Q
M*F = 22 4 Zuik
h=1
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Bizonyitas. Ha |z| < V0, akkor ¢ — 22 nemnegativ egész, ezért a Lagrange-féle
négy négyzetszam tétel szerint léteznek olyan xq,...,xs egészek, hogy ¢ — 22 =
2+ 2+ 2k + 23 Azaz 0 = 2% + 23 + 23 + 22 + 22, ahol x5 = x. Igy (1.3) alapjan

my41—1 N my
—— - % ~
MO =242 o 24 (anay + -+ asps)® + - (ana + o+ asTs)™
=0

Tehat M % elsall, mint 228 = 22% ¢s Q = myy 1 — 1"”2?;0 m; darab 2k-adik hatvany
Osszege. Ezzel az allitast bebizonyitottuk. [ |

2.7. Tétel. Barmely rogzitett k természetes szamra g(k,m) korldtos.

Bizonyitas. Rogzitsiink egy k természetes szamot. Vilagos, hogy g(k,m) < m,
ugyanis m mindig felirhato m = 1¥ + ... + 1% alakban. Ezt a korlatot szeretnénk
javitani ugy, hogy az csak k-t6l fiiggjon. Tegyiik fel, hogy létezik olyan mg kiiszob és
K csak k-0l fiiggs korlat, hogy barmely m > mg esetén g(k, m) < K. Ekkor minden
m-re g(k,m) < max{K, g(k,1),...,g9(k,mo)} < max{K,my}, ezért a kérdést elég
csak nagy m-ekre vizsgalni.

Tekintsiik az (1.3)-beli M és (2.2)-beli R szamokat (ezek nyilvan csak k-tol fugg-
nek), és legyen m a k-adik hatvanyok Osszegeként elGéllitani kivant természetes
szam. Legyen x = 37 és = |/x]. Ekkor vildgos, hogy /% a legnagyobb k-adik
hatvany, ami nem nagyobb, mint Z2-. Igy ¢ valasztasa miatt £ < iy < U+ 1)*. Ha
m > RM, akkor £ > 1 és igy (+1 < 2¢. Tehat, ham > RM, akkor (¥ < 2% < (20)".
Ebbdl kévetkezik, hogy (2 )1k < 0 < (2 )Yk,

R RM

Ezek utén alkalmazzuk z-re a 2.4. Lemmat: 0 < 2 — F < k(F%5)". Az
egyenlStlenséget RM-mel szorozva és bevezetve az 1y = m — RM/* jelolést, azt

kapjuk, hogy m = RM/{* + ry, és

m K
0 < ro < kRM <—> . 2.6
>To > RM ( )
Mivel k = 1 — 1/k < 1, ezért k* — 0, ha t — oo, igy létezik olyan ¢, hogy
KT < # Tekintsiik ezen t-k koziil a legkisebbet, és alkalmazzuk a 2.5. Lemmat

ro-ra. Igy

0<rog=z2f+-+2 +m,

ahol z; € Ny minden i € {1,...,t} esetén és 0 < 1, < k*rf". Most (2.6) alapjan
tovabb becsiiljiik r-t:

m \"r K ok Kt 1 kRt i+l
—RM)) = K (kRM)™ ———(m*)" = Com”™,

0<r <kFrf <k* (kRM ( (RM)™

ahol C}, csak k-tol fliggd konstans. Ez tovabb becsiilhetd, ugyanis ¢ valasztésa miatt
Cem® ™ < Cym! 3% Jelenleg ott tartunk, hogy m-et sikeriilt elsallitani

m=RMF + 28+ 4 2F+r,

alakban, ahol r, < C,ym!/Gk).
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Most R-szer fogjuk alkalmazni a 2.6. Lemmat. Legyenek xi,..., xg olyan egé-
szek, melyek abszolit értéke v/-nél nem nagyobb (ezek értékét késébb fogjuk pon-
tosan megvalasztani). A lemma alapjan

b= g —|—Zu
—:c2 + Z u

h=Q+1

RQ
ME=r S
h=(R—1)Q+1

ahol u, ..., upq egészek. A kapott R egyenlGséget Osszeadva adodik, hogy

RM/* = Zx% —i—Zu

Osszegezve az eddigieket, m felirhato

m = Zm2k+2uh A SRR R gy (2.7)

alakban, azaz sikeriilt elGallitani R + RQ + t darab k-adik hatvany és egy r; mara-
déktag Osszegeként, ahol r, < Cm!/ k).,

Az z; egészek megvalasztasara van bizonyos szabadsagi fokunk (|z;| < N
j € {1,...,R}). Tekintsiik a (2.2)-ben szerepl a;,a; egész szdmokat, és frjunk
fel minden z;-t x; = r + a; alakban (z € Z), valamint vezessiik be az y; = v + a;
valtozokat. Az itt hasznalt x egész szamot késGbb fogjuk megvélasztani (nem egye-
zik a kordbban definialt ¥ = ;37-mel). Ezek utdn a (2.2) formulat atrendezve és

élve az y;-kre és xj-kre bevezetett jelolésekkel adodik, hogy

R R

> 2=yt~ (A + B),

j=1 i=1

amit behelyettesitiink (2.7)-be és igy azt kapjuk, hogy

m:Zyi +Zuh 24— (Ar + B). (2.8)

Azt szeretnénk, hogy r, — (Ax + B) kicsi legyen, azaz egy k-tol fiiggs korlat alatt ma-
radjon. Most fogjuk kihasznalni az x;-k megvalasztésara vonatkozo6 szabadsagunkat.
Valasszuk z-et a kénnyd Waring-sejtésnél latotthoz hasonlé modon z = | %= |-nek.
Vilagos, hogy

Tt—B Tt—B
—1l<zx< )
A v=
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Atalakitas utan lathato, hogy 0 < r, — (Ax + B) < A, és mivel A csak k-tol fiigg,
igy sikeriilt az r; — (Ax + B) kifejezést egy csak k-t6l fliggs korlat alatt tartani.

Egy kérdés marad csak, hogy |z;| = |z + a}| < V0 igaz-e, maskiilénben ugyanis
nem teljesiil a 2.6. Lemma ezen feltétele. Ehhez egy ennél joval erésebb allitast
fogunk bizonyitani: % — 0, ha m — oo. Becsiiljiik |z;|-t felilrdl:

1”
—+1+]a
A

Tt—B Tt
o) = o] < lel+1as| = || 52 || +1e) <

- B Tt

Itt hasznaltuk a haromszog-egyenlStlenséget, azt, hogy barmely v € R esetén |[v ]| <
|v| + 1, valamint hogy A, B és r, nemnegativok. Most tekintsiik az

%4+ 841+ ]d S Jzl
Vi =i
hényadost, amint m tart a végtelenhez. Tudjuk, hogy m > RM esetén ¢ >

—(R’%)l/k ezért { is végtelenbe tart. Mivel Z 7 T 1+|a}| egy k-tol fiiggs konstans, igy

ez V/l-lel osztva 0-hoz tart. A megmaradt i \/Z kifejezésben az A konstans szintén
nincs befolyassal a hatarértékre, igy elég az ﬂ hanyados hatarértékét vizsgalni. Az

eddigiek alapjan tudjuk, hogy r, < Cpm! 3’“) és VI > \/3 L i)k, ham > RM.
Igy a vizsgalt hanyados feliilr6] becsiilhetd:

\/_ \/ 1/k - \/l(L)l/k m?/(6k)°
2\ RM

Az utols6 formulaban az W kifejezés csak egy konstanssal van szorozva, igy
vilagos, hogy 0-hoz tart. Tehat \T/—tz — 0, ha m — oo. Azaz belattuk, hogy

|21

N/ 0, ha m — oo. Tehat sikeriilt bebizonyitani, hogy elég nagy m esetén
|z;| < V¢ minden j € {1,..., R}-re.

A (2.8)-ban szerepls r; — (Azx + B) kifejezés egy egész szam (hiszen az Osszes
tobbi tag is egész), és lattuk, hogy 0 < r, — (Azx + B) < A, tehat felirhato A-nal
kevesebb 1% 6sszegeként. Igy g(k,m) < R+ RQ +t + A — 1 egy csak k-tol fiiggs
alkalmas fels§ korlat. Ezzel tételiinket bebizonyitottuk. |
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